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ERRORES EN LAS MEDI Cl ONES:

1. INTODUCCION

1.1 IDEAS BASICAS SOBRE ERRORES EN LAS MEDICIONES.

El val or verdadero de una magnitud o paranetro es aquel que se nediria
si no se introdujera ningun error en el nmétodo de nediciodon ni

existieran limtaciones en las cifras que pueden apreciarse en una
escala. En la practica esto es inposible pues existen diversas fuentes
de errores y una apreciacion limte posible en |las escalas de |os

i nstrunent os.

LI ananobs error absoluto & x de una nedicién a la diferencia entre el
val or nedido, x , y el val or verdadero, X

X = X - X, . Conb en la practica no se conoce el valor x, , es mas

0

objetivo hablar de la cota de error absoluto ox de la nedicion,
entendi endo por tal el nmddulo de la diferencia naxi ma posible entre el
val or nedido, x, y el valor verdadero X, :

X =| X —Xo max (1)
De esta definiciodn resulta: *0X= X — X!
por tanto,
Xo = X £ OX (2)
Asi en la practica reportanos el valor nedido, x, con |a afectacion
maxi ma posible que fija el error absoluto, *0x, 0 sea, reportanps cono

resultado de la nedicion: x x0x y no un valor verdadero X, que no es
posi bl e precisar.

Los nmétodos experinmentales de la Fisica procuran de continuo dismnuir
nas |la cota de error absoluto & de |as nediciones, |lo cual conlleva a
aumentar el nunero de cifras exactas y significativas de |os valores
medi dos a x; esto es una tarea sumanente dificil

En el lenguaje habitual, los fisicos se refieren a la cota de error
absoluto sinplenente cono error absoluto, sin nencionar |a palabra
cota. Debe entenderse, sin enbargo, que se refieren al nmaxino error
posible en la nedicion reportada y no a su diferencia con el valor
ver dader o(que no se conoce).

En la teoria de errores en las nediciones resulta nas significativo
el concepto de error relativo. Este se define conb el cociente entre



el error absoluto y el valor verdadero. En la préactica, el fisico
enplea el concepto de cota de error relativo, e.r., que se define cono
el cociente entre la cota de error absoluto x y el valor nedido, x:

e.r.= Ox/x (3)

Aunque se trata de una cota de error relativo, el fisico puede
referirse a ella conb error relativo a secas. Se expresa conb un
decimal o conmb un porcentaje. Asi, si en una nedicioén de longitud se
tiene x =25,0m y 0x = 0,1 cm, entonces e.r. = 0,004 o e.r.= 0,4 %.

El error relativo caracteriza la calidad de una medicion, en otras
pal abras, mde la precision de wuna nedicién. EsS nms precisa una
medicion cuyo error relativo es del 0,1% que otra con un error
relativo del 10% aun cuando esta ultim puede ser mas exacta que |a
prinera. Esto se aclara en el ejenplo siguiente: ¢(Qué nedida es nms
exacta, una con error absoluto de 1 mmu otra con error absoluto de 1
cnf

Direnmbs que |la nas exacta es la que tiene x = 1 cm Ahora bien, si el
error de 1 mm se conetid mdiendo la longitud de un objeto de 1 cn(10
nm de largo, que error relativo se conetidé? La respuesta es e.r.=
5x/x =1/10= 10 % lo cual indica el empleo de un método poco preciso:
se apreci 6 bien el centinetro pero sus déci mas son dudosas. En canbi o,
si el error absoluto de 1lcm se cometid al nedir una varilla de 10 m
(1000 cm de largo, resulta que el error relativo de la nedicion
seria: e.r.= dx/x = 1/1000 = 0,001 = 0,1 %, lo cual significa que se
pudi eron apreciar bien tres <cifras exactas (decenas, unidades,
décimas) y solo la siguiente (centésima) resulta dudosa; sin dudas
esta segunda nedici 6n fue mas precisa en |a determ naci 6n de | a

Direnbs que la mas exacta es |la que tiene x = 1 cm Ahora bien, si el
error de 1 nm se conetid mdiendo la longitud de un objeto de 1 cn(10
nmmM de largo, que error relativo se conetidé? La respuesta es e.r.=
5x/x =1/10= 10 % lo cual indica el empleo de un método poco preciso:
se apreci 6 bien el centinetro pero sus déci mas son dudosas. En canbi o,
si el error absoluto de 1lcm se conmetid al nedir una varilla de 10 m
(1000 cm de largo, resulta que el error relativo de la nedicion
seria: e.r.= dx/x = 1/1000 = 0,001 = 0,1 %, lo cual significa que se
pudi eron apreciar bien tres <cifras exactas (decenas, unidades,
décimas) y solo la siguiente (centésima) resulta dudosa; sin dudas
esta segunda nedici 6n fue mas precisa en |l a determ naci 6n de | a

magni tud que se propuso. Asi, el error relativo da una nedida de la
precision de wuna nedicién y error absoluto da wuna nedida de su
exacti tud.

Debenps aclarar que en un experinmento pueden coneterse equivocaci ones
tales conmo nontar un instrunento inadecuadanente, con un angulo de
i nclinacion indebido, con un voltaje que no corresponde, violando
al guna condici 6n sefial ada conb necesaria por el nanual del equipo,



pueden confundirse |os nuneros de |a escala, se puede nultiplicar por

un factor de escala incorrecto. Estas equivocaciones no se identifican
cono errores experinentales. La teoria de errores en |as nediciones
s6lo se ocupa de los errores inputables a |os propios instrumentos
(supuestos en sus condiciones Optinmas de trabajo), de |as deficiencias
intrinsecas al nmétodo de nedicidén enpleado y de factores casuales,
i ncontrol ables, que a veces causan |ecturas al go mayores 0 nenores que
aquel | as gue mas se repiten en condi ci ones simlares de
experinmentaci on. En definitiva, no deben confundirse los errores de
una nedicion con |as equivocaciones groseras durante su realizacio6n

Los errores pueden ser tratados matenaticanmente y si se coneten
equi vocaci ones, |o Unico posible a hacer es repetir el experinento o
| os cél cul os.

1.2.CLASIFICACION DE ERRORES:

Atendiendo a la forma en que se manifiestan los errores en el
experinmento, se pueden clasificar en |os siguientes tipos:

a) Casual es: tienen su origen en factores incontrolables para el
experinmentador, y su presencia se manifiesta en el hecho de que en
condi ci ones aparentenmente iguales, si se repite la nedicidon da un
valor ligeranente distinto, afectando una o dos cifras de |as que se
ven en |a escala. Pueden deberse a un canbio de la tenperatura
anbiente en el laboratorio, a una fluctuacién del voltaje en una red
el éctrica, a una vibracion casi inadvertida de |la nesa de trabajo,
por pasos cercanos a la msnma o por vehiculos pesados que pasan
proxi nos al |aboratorio; o una variaci on de presi on atnosférica, o de
humedad relativa, o deberse a una corriente de aire que soplaba de
forma irregular. En fin, de acuerdo a |la naturaleza de |a nedicion
pueden estar influyendo | os factores mas i nsospechados.

Normal mente, al trabajar con equipos nuy sensibles y de gran
exactitud, los errores casuales se hacen notar, aun |os mas péguenos.
En la nedida que se trabaja con instrunmentos nenos exactos, |os
errores casual es dejan de percibirse y quedan enmascarados por |a poca
exactitud de la medicién. Cuando | os errores casual es son detectables,
la nedicion de |a nmagnitud x arroja distintos valores (aunque
cercanos) cada vez que se repite; en tal caso, el valor que se reporta
en la medicidén es la nedia aritmética de todos |os val ores obtenidos,
que representanps por

X=(Xp + Xg +oonn... + Xp) /N (4)



x =1n Q% (5)

Las expresiones (4) y (5) son equivalentes, X; representa cada

n

medi ci 6n individual, x; X Xn, Y el sinbolo }i i ndi ca sumar todos
E

| os sumandos x; dando valores a i desde 1 hasta n.

Debe sefial arse que si alguna de l|las nediciones realizadas se nota
que difiere ostensiblenente de las restantes, se achaca a alguna
equi vocaci 6n conetida y se excluye al calcular el pronedio (ni se
suma ni se incluye en el valor n con que se saca el promnedio).

Ademas, el pronedio no puede reportarse con mas exactitud que |a de
|l as nediciones individuales; o0 sea, si cada Xx; representara un
voltaje nedido hasta la décima de Volt (25,4 V, 25,8 V; 25,3V, 26,1
V.) el valor nedio no puede reportarse mas exacto que |la décinm de
Volt. Si al dividir la sumatoria entre n diese un decimal periodico,
habria que redondear hasta |las décinmas. Un valor medio no puede ser
mas exacto que | as nediciones particulares a partir de |las cual es se
cal cul a.

b) Sisteméti cos:

Son aquellos cuyo origen se puede conocer y su valor puede ser
cal cul ado con exactitud, para con él realizar una enm enda al valor
de la nedicion realizada. Tienen |la caracteristica de que el valor
del error no fluctua, es sienpre el msno para cada |ectura y sienpre
por exceso 0 sienpre por defecto, por lo que |la enmenda a realizar
en cada nedici 6n es conpl et anent e eval uabl e.

Tal es por ejenplo, el caso de una cinta mlinetrada, preparada para

trabajar a 20 °C pero que en determ nado experinento se usé a 35 °C;
en este caso se puede buscar el coeficiente de dilataci6on del netal

de la cintay calcular que longitud A |l se ha dilatado cada mlinetro

debido al exceso de tenperatura (35 - 20 = 15 °C). Conocida esta
di l ataci 6n, se puede hacer l|la correccion de cada lectura; en este
caso basta notar que al leer una longitud de 970 mm por ejenplo, en
realidad la | ectura debia ser algo nayor, pero por estar dilatada |la
escala, cubra con nenos divisiones la longitud a nedir. Entonces
bastaria nmultiplicar 970 por lo que se dilatdé cada nmlinetro para
valorar la dilatacidén total de la escala en esa longitud y sunando
ese valor a los 970 se obtendria la longitud corregida.



OQro error sistematico frecuente es no evaluar el error de entrada de
cada instrunento(el valor no nulo que indica el instrunento cuando
debia registrar cero) para hacer las correcciones posteriores a cada
| ectura.

Segun | a naturaleza de |la nedicion, |os errores sistenmaticos pueden
tener muy diversas causas, en cada caso es un deber del
experi nentador analizar | o nmas m nuci osanente posible | as condi ci ones
del experinmento para evaluar |os distintos errores sistematicos
posi bl es.

c) Errores de exactitud de | as escal as:

Sabenpbs que cada escala tiene una nenor division por debajo de |la cual
ya no pueden apreciarse nas cifras en |as nediciones. Esto inpone un
limte a |a exactitud con que puede hacerse |a nedicién, por debajo de
|l a cual esta presenta una incertidunbre que tiene conb cota maxim |a
menor division de la escala(o |la exactitud alcanzable con |a escala
auxiliar) constituye un error insalvable de |a nedicion

1.3)FUENTES DE ERRORES:

Henbs nenci onado posibles fuentes de errores casuales y sistematicos,
asi conob los errores de exactitud cuya fuente estda en el limte de
apreciaci 6n del instrunento. Existen algunas fuentes de errores mas
que pueden incluirse en alguno de | os tipos anteriores.

a) Error de calibracién. Clase de un instrumento.

Un instrumento puede no ser tan exacto en sus |ecturas conp se supone
a partir de la exactitud de su escala. A manera de ejenplo, al enplear
un cronénetro que aprecia en su escala la décinma de segundo puede
ocurrir que cierto intervalo de tienpo nos arroje una |lectura de (14,4
+ 0,1)s, pero que el msnmo intervalo medido por un instrumento patroén
arroje(14,750 £ 0l1)s lo que nos revela que el error del priner
cronénetro es bastante mayor que el error reportado de 0,1 s; esto es
sefial de que dicho instrumento est& descalibrado o nmal calibrado en
relacion con el instrunmento patron. Con tal crondénetro se esta
conetiendo un error de calibraci 6n en cada nedi ci on.

Para conocer los errores de calibracion que conete cada instrunento
de | aboratorio, deben soneterse |los msnbos a chequeos periodicos que
permtan conpararlos contra instrunmentos patrones reconocidos por el
Instituto de Metrologia. Conb resultado de estos chequeos puede
hacerse una tabla o grafico que aconpafie al equi po informando el error
de calibracién correspondiente a cada divisién de la escala del
i nstrunmento; conociendo |la tabla de calibracion puede operarse el
error de calibracidon conp sistematico y corregir cada |ectura hecha
con el instrunento.



Oras veces, conb resultado del chequeo se expide una nota que
certifica cuadl es la cota mxim de error de calibracidn de
instrunmento; tal error no sirve para corregir cada lectura y solo
sirve para fijar el limte de error que puede coneterse en cada una,
ya sea por exceso o por defecto. En tal caso, el error de calibracion
tiene las nismas caracteristicas del error de exactitud del
i nstrunent o.

Un paranetro de inportancia en instrunentos fundanental nente
el éctricos es su clase ya que ella permte hallar su cota de error de
calibracion. Los instrunmentos eléctricos de nediana y alta calidad
tienen escritos en algun rincon de su escala un namero que representa
su clase 0,1; 0,2; 0,4; 0,8, 1; 2). Este nunero representa |la cota de
error de calibracidén del instrunento( recién salido de la fabrica)
expresandol o conb un porcentaje del valor nmaxino de la escala. Esto
es, si el instrunento es de clase 0,4 y su escala va del 0 al 50
significa que su cota de error de calibraci én es:

( 0,4/100 ).50 = 0,2 uni dades.

Si este error es nmenor que la exactitud del instrumento, se justifica
apreciar hasta fracciones de |la nenor divisién de la escala. Se
desprende de lo anterior que mentras nenor sea el nUnero gque
representa l|la clase de un instrumento, nmenor es el error de
calibracion y mayor |a calidad del equipo.

b) Error de apreciacion visual.

Este es el que surge conp resultado que ante una m snma posicion de |la
aguja o del nonio en una escala, un observador puede |eer 7,8, donde
otro aprecia 7,9 o ver otro que la linea del nonio que coincide con
una de la escala fija es la 4tay otro ver que es la 5'2

Este error puede nmanifestarse incluso en un msnb observador que en
una ocasion lee 7,8 y unos mnutos mas tarde repite la nedicién y le
parece ahora que es 7,09.

Tal error recibe el tratamento propio de los errores casuales y su
origen reside en procesos psico-fisioldgicos del observador (cansancio
visual, preferencia inconsciente por uno de |os dos nuneros, etc.)

c) Error de paralaje:

Es el que se conete cuando se realiza la lectura de forma tal que la
recta que va del ojo a la division de |la escala |eida, pasando por el
i ndi cador de nmedicion (aguja, perfil de un cuerpo) no cae
per pendi cular a | a escal a.

Segun | a posicion relativa del ojo, el indicador y |la escala, el error
puede ser por defecto o por exceso.



Este error puede ser tratado conpb casual, sobre todo cuando son vari os
observadores los que hacen la msm lectura; pero bajo un solo
observador, el error pudiera convertirse en sistematico si tiende a
col ocarse bajo el msnp angulo. En todo caso, debe buscarse sienpre |a
maxi ma perpendicularidad de |la visual con la escala para reducir el
error de paralaje hasta hacerlo despreciable conparado con el de
exactitud o cali braci on.

d) Errores en la aproximacion al modelo:

Estos son los errores que derivan de aplicar nétodos de nedicioén y de
cal cul o que suponen que el objeto real de la nedicién satisface a |la
perfecci 6n el nodel o ideal que presupone |la teoria.

Se coneten errores de este tipo cuando al determ nar el volunen de
una bolita de hierro nmedinos el dianmetro con un mcroéonetro, |lo
dividinmnos entre 2 para hallar el radio R y calculanmpbs el volunen
mediante la formula V=4/3 1 R® suponiendo que la bolita es una esfera
perfecta cuando es nuy posible que el radio es ligeranente diferente
en distintas direcciones; cuando se aplica la ley de Chma un elenento
el éctrico sin tener en cuenta que su resistencia varia con Ila
tenperatura; o al aplicar la ley de caida |libre a una piedra sin tener
en cuenta la friccion con el aire.

En | os experinentos estanbs continuanente poniendo a prueba nodel os,
y hay que valorar en cada caso cono influyen en el experinento real
los elenmentos de la realidad que no tiene en cuenta el nodelo Solo
después de evaluarlos errores debidos a estas idealizaciones es gue
podenos valorar si los resultados coinciden con |lo que preveia la
teoria y su nodel o.

e) Errores de exactitud del método de medicion:

Estos son errores vinculados al nmétodo concreto de nedicidn que se
esté enpleando y que producen una incertidunbre nmayor que la fijada
por el error de exactitud del instrunento.

Las formas en que se originan son nmuy diversas, relacionadas con

las particularidades del nmétodo de nedicién que se enplee, y su
analisis constituye a veces un reto a la ingeniosidad del
experinentador y a su capacidad para estimar el orden aproxi mado de
los errores que pueden producirse; requiere ademas de un buen
conocimento de la teoria que se sonete al experinento y de la técnica
de nedici 6n enpl eada.

Es muy inportante |la deteccion de estos errores, asi cono |ograr una
estimaci 6n de | os msnps. Cuando esto se hace |os errores de exactitud
del nmétodo deben reenplazar a los errores de exactitud de 1os



instrumentos en los céalculos del error total con que se nmde la
magni tud de intereés.

Asi, puede ocurrir que se enplee una cinta mlinmetrada para nedir |a
| ongitud de un al anbre conductor, cuyos extrenps estan enroll ados en
dos bornes; en este caso el error de exactitud de la longitud no esta
fijado por la escala de la cinta sino por la falta de precision en |os
puntos del alanbre que hacen un contacto el éctrico efectivo con |os
bornes O sea, aunque el error del instrunento es de 1 mm el error de
exactitud que introduce aqui el nmétodo es de 2 a 4 mm

Si se mden tienmpos con un cronénetro centisegundo activando
manual mente el instrunento y no con un sistema el éctrico, |la exactitud
de la medicion no sera de 0,01 s. sino de 0,1 s o mas, teniendo en
cuenta el tienpo del necanisno fisioldgico que debe desarroll arse para
apretar un dispositivo.

Con estos breves ejenplos querenps destacar que cada nétodo de
medi ci 6n puede introducir errores cuyo efecto es el aunentar el error
de exactitud de Ila nedicion por arriba del que coneten |os
instrumentos. De acuerdo con la conplejidad de la nmnedicion puede
resultar mas o nmenos conplicado detectar el origen del error y estinar
su valor. En ocasiones no puede ser precisado mas que el orden de
magni tud, esto es, el orden de base 10 (decenas, unidades, m |l ésinmas,
etc.) afectado por el error del nmétodo. En tal caso se reportan en el
resultado s6lo las cifras exactas de |a mnedicion, se sobreentiende
entonces que el error es nenor que la dltima cifra reportada.

1.4 REDUCCION DE ERRORES SISTEMATICOS A ALEATORIOS.

Para poder evaluar la influencia de al gunos errores sistematicos que
a veces ni sospechanos, |o nas conveniente es variar el nmétodo de
medi ci 6n para que la sistematicidad del error se pierda y se convierta
en error aleatorio, el cual puede ser evaluado estadisticanmente cono
verenos nas adel ante.

Si querenos nedir |a conductividad el éctrica de un |iquido y querenps
desechar |a influencia de posibles sales disueltas, |o mas aconsej abl e
es tomar varias muestras del liquido con el méxino grado de pureza
guim camente posible, y efectuar las nediciones en wuna y otras
nmuestras, |as pequefias diferencias en |os resultados podran depender
al eatoriamente de concentraciones de inmpurezas tan bajas que ya
escapan al control técnico de purificacion, y el error debido a estas
di ferenci as podra ser eval uado estadisticanmente cono errores casual es.

De manera analoga, el error sistematico en |la nedicion de |a densidad
de un netal debido a una burbuja de aire puede evaluarse mdiendo |la
densi dad de muchas nuestras del msno nmetal para tratar de reducir e

efecto de burbujas que pudieran estar presente en algunas de |as
nmuestras. La existencia o no de burbujas es casual, y las diferencias
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entre las distintas densidades pernitiran evaluar el error cono
casual

El error sistematico que se coneteria mdiendo el dianetro de una
esfera por una misnma direccion se convierte en casual mdiendo varios
di anetros en distintas direcciones.

En general, repetir una medici 6n con al gunas vari aci ones en el netodo
es aconsejable para que los posibles errores no detectados afloren
cono errores aleatorios que pueden ser evaluados estadisticanente.
Esto puede incluir la repeticion de la nedicion con distintos
instrunmentos para que |los errores producidos por |os desajustes de
cada uno dismnuyan al hacer el tratamento estadistico de todos
el | os.

1.5 INFLUENCIA DE LOS ERRORES ALEATORIOS, SISTEMATICOS Y DE EXACTITUD EN
LA DETERMINACION DEL METODO A SEGUIR EN UNA MEDICION.

Al conenzar una nedici on deben chequearse |as condiciones de trabajo
de cada instrunento(horizontalidad de los que asi |o requieran,
tenperatura de trabajo, etc.) y las condiciones de nontaje
experinmental (aseguram ento de vacio si asi |o requiere, buen bal anceo
de poleas y ruedas, etc.) para evitar equivocaciones (errores
groseros) y detectar fuentes de errores sistenmaticos, para elimnarlos
o para evaluarlos y enplearlos cono enni endas en cada | ectura.

Al conmenzar a realizar |as nediciones, deben hacerse cuatro o cinco
medi ci ones de prueba para detectar si los errores aleatorios influyen
apreci abl enente en |las nediciones o no; si alguna de estas nediciones
presenta |igeras variaciones en relaci6n con otras, entonces cada
operaci on de nedicion debera repetirse nuchas veces durante el
experinmento para poder calcular el resultado de |as nediciones cono el
pronedio aritmético de todas ellas y procesar estadisticanente |os
resul tados para calcular el error casual del pronmedio aritnético que
se reporte.

Por el <contrario, si al hacer las nediciones de prueba se repite
sienpre el msno valor, significa que los errores casuales quedan
enmascarados por el error de exactitud de la escala y resultan tan
pequefios que no vale la pena tenerlos en cuenta. En este caso, con
hacer una sola nedicion de cada magnitud de interés serda suficiente y
no habréa que cal cul ar errores casual es.
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1.6 MEDICIONES DIRECTAS E INDIRECTAS. PROPAGACION DE COTAS DE
ERRORES.

Cuando nedi nos una magni tud haciendo |a | ectura de su val or sobre
| a escala de un instrunento, estanos realizando una nedici 6on directa.
Por otra parte, si nmedinos una magnitud nediante operaciones de
calculo con otras rmagnitudes, estanbs realizando una nedicion
i ndi recta.

Las nediciones indirectas permten determ nar valores de magnitudes
gue de otra manera seria nuy dificil de conocer. Por ejenplo, |a nasa
de |l os cuerpos se mde directanmente por nedio de |a bal anza; ahora, no
tiene sentido medir la nasa de un atono nediante el instrunento. En
este caso, hay que recurrir a las nediciones de otros paranetros que
se pueden vincular con la masa del atono nediante ecuaciones, y a
través de ellas calcular |a nmasa deseada.

Lo que nos ocupa ahora es |o siguiente: cuando en |as operaciones de
calculo se nultiplican dos valores, de algun nodo se nultiplican
tanmbi én sus errores, y el resultado del calculo esta afectado de un
nuevo error. Lo msno ocurre con cualquiera otra operacion (sung,
pot enci a, coci ente, raiz, eval uar una funcidén trigononétrica,
|l ogaritmca, etc.). De tal nodo, los errores de |as nagnitudes nedi das
directamente participan en |las operaciones y se propagan hasta el
resul tado. Cono determinar el error del valor cal cul ado conociendo |os
errores de las magnitudes que participan en |a operacio6n? La técnica
de propagaci 6n de errores es |la que da respuesta a esta pregunta.

a) Propagacion de cotas de errores en la suma.

Sean dos magni tudes nedidas Ay B con cotas de error Ay 0 B.
La suma de estas magni tudes es:
S=A+B ( 6)
Si tenenps en cuenta |las cotas de errores habria que plantear:
S+t0S=A+t0A.,.+BxdB

6 S+d3S=( A+B) = ( 0A +d B)

De tal npdo, la cota de error de la suma, 8 S, es la suma de | as cotas
de errores:

0S=0A+ 0B (7)
Esta regla es valida para mas de dos sumandos.
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b) Propagacioén de errores en la resta.
Sea: D= A - B;
donde Ay B tienen cotas de errores Ay 0B

Por procedimento simlar se lIlega a que la cota de error de la
diferencia es |la suma de |as cotas de errores:
oD = 0A + OB (8)

Esta regla es valida para varios térm nos restados.
C) Propagacién de errores en el producto:

Sea P = AB donde Ay Btienen cotas de errores d Ay 0B
Ent onces:
P+3dP=( Axtd3A)(B*dB)
desarrol |l ando este producto queda:
OP=AddB+BJdA+dAJB

di vidi endo anbos menbros por el producto AB, y despreciando el
producto de |las cotas de error & A & B, queda:

E:%+§ (9)

P A B

gue nos da la regla de propagaci 6n de errores en el producto: La cota
de error relativo de un producto es |la suma de las cotas de errores
relativos de |os factores. La regla es valida para mhs de dos

f act ores.

A partir de la expresion ( 9 ) puede calcularse el error absoluto de
pr oduct o.

»=p+ %) (10)

d) Propagacién de cotas de errores en el cociente.

Sea C = A/B donde Ay B tienen cotas de error A y oB. En este caso,
el valor maxino de C se obtiene cuando se divide el valor méxino de
nunerador entre el ninino valor del denom nador, y el valor mnino de
C se obtiene a |l a viceversa.

Por un procedimento algebraico sencillo se obtiene para el cociente
una expresion simlar a la del producto. En resunmen, para el cociente:
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( 11)

Asi, la cota de error relativo del cociente es la suma de |as cotas de
errores relativos del nunerador y del denom nador. Si generalizanos
| as reglas de propagaci 6n de errores para el producto y el cociente,
t enenos, si:

_ABC e
D.E a
M_@ B XL D E (12)

e) Propagacién de cotas de error en potenciaciéon y radicacion:

Si M= A" donde n puede ser mayor que 1' (potenciacio6n) o nenor que 1

(radicacidon) y A se ha nedido con una cota de error OA, que cota de
error resulta para M

Tendr enos:
M+t M= ( Az dA"
Desarrol |l ando por el binom o de Newton, dividiendo anbos m enbros por

A" |, despreciando los térmnos que contienen las potencias de
exponentes 2 y mayores de |la cota de error &A, queda,

M oA

—=n— (13)

M A

Luego, la cota de error relativo de la potencia de un nanero

aproximdo es n veces la cota de error relativo del nanero. Cal cul ado
el error relativo, se procede al céalculo del error absoluto

A
M =M(n") (14)

1.7. CIFRAS QUE SE REPORTAN EN LOS ERRORES.

Cuando hacenps wuna nedicion directa, reportanbos hasta la cifra
correspondiente a la exactitud del instrunento enpleado; si el error
de calibracio6n del instrunento |o permte puede afadirse una cifra mas
de apreciacion visual. La ultinma cifra reportada esta afectada por el
error del instrunento y no tiene sentido escribir mas cifras.

Cuando hacenbs una nedicion indirecta, el error de la nedicion se
cal cula propagando las cotas de errores de |las nmagnitudes enpleadas
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para el calculo. A diferencia de los errores de exactitud, estos
errores cal cul ados por propagaci 6n, se obtienen en general con tantos
deci mal es conp se quiera. Cuantas cifras significativas tomar para el
error y cuantas cifras dudosas agregar al resultado de |a nedicio6n?
Para encontrar wuna respuesta razonable, téngase en cuenta que una
medi ci 6n de al guna seriedad debe tener al nenos una cifra exacta y una
dudosa (si la uUnica cifra reportada fuera dudosa, |la precision de |la
medi ci 6n seria nuy pobre)Un limte de precision aceptable es el dado
por un error relativo de un 10% que se corresponde con resultados cono
(1,4 = 0,1) unidades, 6 (3,1 = 0,1) unidades; una buena nedi da puede
tener una precisioén del 0,01%y ya mas precisas son de alta calidad.
Una medi da buena, conp h=(6,626 + 0,003).103% J.s (constante de Pl anck)
ti ene una precisién de 3/6626 = 4,5.10% 1o que representa una cota de
error relativo del 0,045% Que variacion inplica en la precision si se
hubi ese tomado h=(6, 6260 + +0,0031).103% J.s. La cota de error para |la
m sma constante seria ahora 31/66260 = 4,7.10“% que corresponde a un
0,047 y conp se ve no inplica una variaci én apreciable.

Asi, reportar con dos cifras el error no resulta significativanmente
diferente a hacerlo con una sola. La practica generalizada es |a de
redondear el error a una sola cifra.

Cuando la nedicion es de alta calidad, el redondeo del error a una
cifra se hace s6lo si esto no produce una variaci 6n nayor del 10% en
el error. Asi, un error de 5,4 puede redondearse a 5 pues |la variacién
es de 4/54 = 0,076, o del 7,6% igual que uno de 0,87 puede
redondearse a 0,9 pues la variacion es de 3/87= 0,035 o del 3,5% En
canbio, 1,3 no se redondearia a 1 pues la variacion seria de 3/13 =
0,23 o del 23 %ni 2,4 se redondearia a 2 pues la variacion seria 4/24
= 0,17 0o 17%

Por otra parte, las cifras que se reportan en el resultado de I|a
medi ci 6n incluyen sienpre |os Ordenes de base 10 en que se encuentran
las cifras del error, pero no mas cifras que esas. Asi podrian
reportarse val ores cono | os siguientes:

(1,342 + 0,005) s
(12,372 + 0,016) kg
(8,94 £ 0,03) m

(3,52 + 0,23).10% J

No tendria sentido reportar resultados conp estos:

(2,3945 + 0,04) N
(293 + 0,047) kg
(7,98 + 0,002) J
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(5,4838 + 0,673) ms
Expl i que en cada caso cual es |l a incongruencia.

Sefial enos finalnmente, que en calculos internedios es reconendable
trabajar con una cifra de nmas respecto a las que admite el error; o
sea, aunque la regla del producto de nuneros aproxi mados nos advierte
que el resultado no tiene nas cifras que el factor con nenor cantidad
de dichas cifras, de todos nodos conservarenps una cifra de mas si tal
producto es un calculo intermedio y no el que nos fija el resultado
final de la nedicidén; esto evitara que |os redondeos internedios
aumrenten mas el error final. Si propaganps errores, sera el error
resultante el que nos indique qué cifras cortar del resultado.

Asi , nos i nteresa cal cul ar una densi dad cono e
coci ente(masa/volunen), y a su vez el volunen tendrenps que calcularlo
primero conp (largo x ancho x alto), sera reconendable Ilevar el

volunen con una cifra de mas al célculo de la densidad, y solo al
final hacer el corte de cifras y redondeos, de acuerdo con el calculo
de propagacion de errores. Con el enpleo de las calcul adores
el ectrénicas, no inplican ningun trabajo extra mantener todas |as
cifras que resultan de los calculos internmedios y hacer el redondeo
solo al final.

2.REGLAS PRACTICAS PARA EL TRABAJO CON NUMEROS APROXIMADOS.

Se Ilama namero aproxi nado, representativo de cierto valor
verdadero, a uno cuyo valor es cercano al valor verdadero que

representa. Asi, 11,4142 es un nunero aproxi mado de J2 y 0,8660 es un
nuner o aproxi nado de cos 30°

Se Ilama cifra exacta de un nunmero aproximado a toda la que
difiere en nmenos de una unidad de la cifra del valor verdadero
correspondiente a su msno orden entero o decimal. La prinera cifra
exacta es la de mayor orden (entero o decimal) sienpre que no sea
cero, y a partir de ella son exactas todas |as siguientes que cunplan
con la condicidn antes dicha. Al llegar a una cifra que difiera en mas
de una unidad de |la correspondiente en el valor verdadero, ya esta no
es exacta, y la dltima anterior es la que fija el orden de exactitud
de la aproxinmacion; las siguientes cifras correspondi entes a Ordenes
menor es tanmpoco son exactas y carecen de significacion

Si v2 es el valor verdadero de cierta magni tud, tanto 1,41 cono
1,42 representan a J2 con 3 cifras exactas, pues anbos difieren de J2

en nmenos de 0,01 (1,41 < V2 < 1,42 )pero 1,45 seria una aproxi naci 6n a

J2 gue contendria s6lo 2 cifras exactas, ya que la tercera difiere en
mas de una unidad del orden de las centésimas. Asi, 1,41 y 1,42 son
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apr oxi maci ones de J2 exactas hasta la centésim, y 1,45 es exacta
hasta | a déci ma.

Un nanero msno. Asi, 1,41 es una aproxi naci 6n por defecto de V2
y 1,42 es una aproximci on por exceso. Si conparanos estos valores

aproxi mados con |los de otra aproxinmacion nas exacta, J2=1, 4142,
podenos notar que el valor es aproxi mdo por exceso cuando supera el
val or verdadero y por defecto si es inferior al 1,41 estda mas proxi no

a +J2 que el 1,42, aunque tanto 1,41 cono 1,42 tienen 3 cifras exactas,
el 1,41 es una aproxinaci 6n nejor o nas exacta.

En general, en las nediciones fisicas tratanps de hacer sienpre
| os redondeos de cifras al valor mis préxinmo para lograr con ello la
aproxi maci 6n nas exacta. Con el redondeo al valor mAs proéoxino se
asegura que el nanero aproxinado difiera del val or verdadero en nenos
de nedia unidad del orden (entero o decimal) correspondiente a la
ultima cifra exacta.

Un nanero representativo de una magnitud fisica es aproxi nado de por
si, pero el valor verdadero se desconoce en principio y |lo mas gque
podenos asegurar es el valor del error mayor que puede estar afectando
a |l a nmedici 6n apr oxi mada.

Suponganos que en el calculo de un desplazanm ento con las férnul as
de la cinematica encontranps que x=(260 £ 9) m aqui |las dos prineras
cifras (centenas y decenas) son exactas, pero la dltima (el cero de
| as unidades) no lo es. En Fisica la cifra de una nedicion, afectada
de algun error mayor que la unidad de su orden de base 10, tiene aln
al guna significacion, pues a partir de ella, y del error, es gque
pueden calcularse los valores extrenbs posibles de la nmagnitud
calculada (264 y 251 en e ejenplo). Definirenbs cono cifras
significativas de wuna nedicion a l|las exactas mas |a dudosa del
siguiente orden (entero o decinmal); esta ultim ya esta afectada de un
error mayor o igual que |la unidad del orden a que pertenece.

Asi en x = (260 =+ 9) m hay 3 cifras significativas del resultado
seran las exactas nmas |as dos dudosas que se corresponden con |o0s
ordenes de base 10 del error

En los trabajos de |aboratorio se realizan |os célculos con todas
las cifras significativas (las exactas y la dudosa) y se aconpafa de
un calculo de errores para conocer cual es el error del resultado, a
partir de los errores de | os datos.

Presentarenos ahora algunas reglas de operaciones con nameros
apr oxi mados teniendo en cuenta solo sus cifras exactas. El objetivo de
estas reglas es fijar la cantidad de cifras exactas que tiene el
resul tado conociendo |las cantidades de cifras exactas que tienen |os
datos y despreciar las cifras no exactas que resultan del calculo,
haci endo | os redondeos pertinentes.

Ante todo, aclararenps cono reconocer |la cantidad de cifras exactas
en un nunero aproxi mado, teniendo en cuenta | os ceros:
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1. No son exactos |os ceros que aparezcan a la izquierda de la
prinmera cifra no nula.
2. Son exactos |los ceros a la derecha de la prinmera cifra no nul a.

Asi, en el nunero aproximado 0,023, exacto hasta las m | ésinmas, hay
dos cifras exactas (el 2 y el 3). En el nunero 10,42, exacto hasta |la
centésima, hay cuatro cifras exactas (todas las escritas). En el
nunero 0,0940 hay tres cifras exactas, si su exactitud es hasta la
di ezm | ési ma.

Las cifras no exactas de un nunmero aproxi mado no se escriben nunca;
se escribe hasta la dltima exacta.

El criterio para determnar las cifras significativas es el msno que
para | as exactas, afiadiendo entonces una o dos cifras dudosas segun se
reporte el error con una o dos cifras.

Veanps ahora las reglas de cal culo con nunmeros aproxi mados a partir
de ej enpl os nungri cos.

2.1 SUMAY RESTA DE NUMEROS APROXIMADOS.

Sea una nesa que tiene 1,25 m de altura, sobre la cual hay una
caja de 32,4 cm de altura y arriba de esta una esfera de 4,78 cm de
dianetro. Qué altura sobre el piso tiene el punto superior de la
esfera? La respuesta matenatica a este problenma consiste en sumar |as
tres alturas.:

h = (125 + 32,4 + 4,78)cm

Ahora bien, aunque en l|las natenmaticas exactas se tiene que 125 =
125,00 y 32,4 = 32,40, en la suma que efectuanps el nunmero aproxi mado
125 no podenos representarlo por 125,00 ya que después del 5 no se
sabe que cifras van (si se supiera se hubieran reportado en el dato).
Si colocanbs un signo de interrogacién en la posicion de cada cifra
desconoci da, |a sunma quedaria asi

125, ?7?
32,47
4,78

Conpb se ve, en las décimas y centésimas |la suma queda indefinida. En
estos casos se redondean todos |os sumandos al orden de base 10 nenor
en que la suma esté bien definida; en el presente ejenplo son |as
uni dades. Asi,

125 + 32 + 5 = 162 cm

Y el resultado no admte mayor exactitud de acuerdo con |a exactitud
de | os dat os.
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Del ejenplo visto y de otros casos simlares puede inferirse |a
siguiente regla:

“ Cuando se suman o0 restan varios sunmandos, el resultado no puede
tener mas cifras exactas (Ordenes de base 10) que |as correspondientes
al orden de base 10 del nunmero nenos exacto”.

O sea, si un sumando es exacto hasta |as unidades, otro hasta |as
décimas y otro hasta la mlésim, el resultado tiene exactitud soélo
hasta | as uni dades.

2.2.PRODUCTO Y COCIENTE DE NUMEROS APROXIMADOS:

Sea una cinta de papel que tiene 2,3 cm de ancho por 25,18 m de |argo.
Cual sera el area de la superficie de esta cinta?

Conoci endo que | os datos son exactos hasta la dltima cifra reportada
para cada uno, el ancho tendra cono val ores extrenps posibles 2,2 cmy
2,4 cm esto es, (2,3 £ 0,1) cm lgualnente, la longitud podra tener
su valor verdadero entre los extrenps 25,17 y 25,19 m o0 sea, una
uni dad por arriba y por debajo del ultino orden decimal reportado.

Con los datos a = 2,3 cmy | = 25,18 m = 2518 cm el &rea calcul ada
serda A=1. a = 2518. 2,3= 5791, 4 cnf.

Pero | os val ores extrenos posibles del area serian:

Amx = | mx @mx = 2519. 2,4 = 6045,6 cnf.

Avin = lnin@nin = 2517. 2,2 = 5537,4 cnf.

‘De conparar los tres resultados se ve que solo la prinera cifra es
exacta (la de los mllares) pues las diferencias entre los tres es
menor que un mllar, pero |os centenares ya no son exactos, existiendo
mas de dos centenares de diferencia entre Ay A nny entre Ay Amx

En definitiva, un factor del producto tenia 2 cifras exactas(2,3) y el
otro tenia 4 (25,18); en tanto el resultado del producto tenia una
cifra exacta. Ha resultado un nanmero con una cifra exacta nenos que el
factor que nenos cifras exactas tenia (de dos cifras exactas en un
dato se redujo a una cifra exacta en el resultado). A esta msnma
concl usi 6n se podria |l egar con otros nuchos ejenpl os.

Hay, sin enbargo, otra situacién. Si a la cinta anterior se |le
hubi esen nedi do | 502 cmy a = 4,1 cm el area hubiera resultado:

A=1.a =502.4,1 = 2058,2 cnt

Los val ores extrenos hubi esen si do:
Amx = | mx amx = 503. 4,1 = 2112,6 cnf
Avin = |l nin @mn = 501. 4,0 = 2004, 0 cn?
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En este caso

A — Amx = 54,4 cnt

A — Ain = 52,2 cnf

Por o que son exactas las cifras de los mllares y de |os centenares,
y soOlo |las decenas dejan de ser exactas. En este caso, el resultado
del producto tiene tantas cifras exactas cono el factor que nenos
ci fras exactas tenian.

En general ocurre una de |as dos situaci ones presentadas; aunque en |la
teoria de errores se dan reglas para averiguar cuando se da un caso y
cuando otro, nosotros usarenps aqui una regla dUnica; esta funciona
i gual con productos y con cocientes:

“ El resultado del producto o del cociente entre dos nuneros
aproxi mdos nunca tiene mas cifras exactas que el factor de nenor
cantidad de estas cifras”.

En la practica escribirenos el resultado con tantas cifras cono |as
gue tiene el factor gue tenga nenos.

Det enganonos ahora en la forma de escribir el resultado. En el segundo
ej enpl 0 obtuvims A = 2058,2 cnf y concl ui nbs que sélo | as dos prineras
cifras son exactas; qué hacer <con las restantes? No pueden
transfornmarse en ceros, pues los ceros a |la derecha si son exactos, vy
escribir A = 2000 cnf significaria contar con 4 cifras significativas.

Aqui 1o reconendado es wutilizar la notacién cientifica. Esto es,
expresar el numero conb un entero segui do de deci mal es hasta conpl etar
la cantidad de cifras exactas que haya, y nultiplicarlo todo por la
potenci a de 10 que convenga. Asi, expresarianos:

A=21.10% cn?
donde se ha hecho el redondeo:
2058 = 2060 = 2100 = 2,1.10°

Verifique que este resultado difiere menos de 0,1.10° de |os resul tados
extrenos.

Un detalle que debenps advertir es el siguiente: cuando se nultiplican
o dividen un nunero aproxi mado y uno exacto, solo el aproxi mado inpone
limtaciones a las cifras del resultado pero no el exacto. Esto es, el
producto de un numero exacto por uno aproxinado tiene tantas cifras
exactas cono el aproxi mado.

A manera de resunen, direnos que:

1. Nunca una suma o0 resta puede resultar nas exacta (en orden entero
o decimal) que el nmenos exacto de | os sumandos.
2. Nunca un producto o cociente puede resultar con mayor canti dad de

cifras exactas que el factor con nenor cantidad de ell as.
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3. PROCESAMIENTO DE ERRORES CASUALES:

3.1 VALOR MEDIO.

Sean X1, X2, X3 ... .... Xn los valores nedidos a una magnitud en n
medi ciones Cual sera el valor mAs representativo del conjunto para
reportar el resultado?. La estadistica nos denmuestra que este valor es
conocido conmb nedia aritmética del conjunto de nediciones o
si npl ement e val or nedi o.

Queda ahora el siguiente problema: Con cuantas cifras expresar el valor
medi 0? .Anteriornente sefial dbambs que el valor nmedio no puede
reportarse con mas exactitud que |las de |as nediciones individuales;
pero nos preocupa ahora lo siguiente: Podra reportarse sienpre con
tanta exactitud cono la de |as nediciones individuales o se perdera en
al gun caso alguna cifra significativa?. Es fécil notar que al dividir
la suma entre n el resultado podria dar infinitas cifras decinales: En
qué orden de base 10 truncar el resultado? Responder a esa pregunta
inplica poder evaluar de alguna fornma el error estadistico del valor
medi o; eval uando dicho error conocerenps a partir de cual cifra del
val or nmedi o com enza su incertidunbre, y aplicarianos los criterios de
redondeos y cifras significativas estudiados anteriornente. Los
errores sistematicos suponenps que han sido elimnados del experinento
0 usados conp correcciones en el resultado. El error de exactitud de
| a escala, por otra parte, fija un limte inferior por debajo del cual
careceria de sentido evaluar incluso los errores casuales, o
estadisticos, que de hecho son detectados sél o cuando superan el error
de exactitud de | as escal as.

Pasenpbs a evaluar el error de |a nedia.

3.2 .DESVIACION TIPICA. INTERVALO DE CONFIANZA DE LA DESVIACION TIPICA.

Exi sten varios criterios diferentes para evaluar de algun nodo el
error casual de un experinento aleatorio. Vanbs a hacer énfasis solo
en dos de ellos, que son los de uso nas generalizado y |os nejor
fundamentados por I|la Teoria de probabilidades y I|la Estadistica

Mat ematica: La desviacion tipica, oy el error de la nmedia o error
al eatorio, o&x.

LI ananpbs desvi aci 6n de una nedicién ox a |la diferencia entre el valor
Xj de dicha nedicion y el valor nedio, x, de la serie conpleta de
nedi ci ones:

OXi= X; - Xm (15)

Esta desvi aci 6n puede ser positiva o negativa. Su cuadrado es sienpre
positivo. Si sumanps todas |as desviaciones cuadraticas y dividinos el
namero n de nedi ci ones, estarenos cal culando | a nedia de | os cuadrados
de las desviaciones. Sacandole |la raiz cuadrada se tendra la raiz
nedi a cuadratica de | as desvi aci ones:
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1 <n
Ome = HZl(X‘ _Xm)2 (16)

El subindice rnt indica “raiz nedia cuadréatica”.

Dado que el valor xn,se calcula a partir de las X, se establece una
dependencia matematica entre estas variables, por lo que de los n
sumandos, (Xi - Xm )2 , solo (n — 1) son linealnmente independientes. A
partir de este hecho se denmuestra que es mas confiable tomar cono
medida mAs representativa de las desviaciones no la raiz nedia
cuadratica sino la siguiente expresion, que define a l|la |lanada
desvi aci 6n tipica (o desviaci on standard)

1 n
o =\/m2(xi_xm)2 (17)

Cuando hay nuchas nediciones (n >30), la diferencia entre o y Oy €S
total mrente despreciable. Para bajos valores de n es conveniente usar
| a desviaci 6n tipica que la raiz nedia cuadréatica.

Si el conjunto de nediciones X; es |levado a un histograma y |a curva
de distribucion resulta una canpana sinetrica (ver figura No.3.1), la
desviacion tipica resulta un paranetro inportante de I|a funciodn
mat emati ca que describe a dicha curva:

1 _(X_Xrg)

f =G—\/27_[e 20 (18)

Esta es la |lamda funcion de distribucidon normal o de Gauss. E
cadlculo de esta funcidn estd basado en conceptos probabilisticos vy
representa la curva continua que ms aproxi madanmente se ajusta al
perfil de |l os histogramas simétricos.
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Xm- 20 Xm—-g Xm Xm+ o Xm+ 20 X

Figura No.3.1

En la ecuacion ( 18 ) xmy representa el valor nedio de la serie de

medi ciones, o su desviacién tipica y x, los valores posibles de |as
di stintas nediciones. La interpretacidén de f’, para la curva continua
no es |la de frecuencia relativa pero se relaciona con ella del
siguiente nodo: el producto de cada valor f’ de la curva por un
intervalo ox; nmuy estrecho de la variable nedida (fig.3.1 ) da la
frecuencia relativa con que ocurren resultados de la nediciodon es ese

intervalo 0 x; de val ores.:

fi :f’i . 6X| (19)

A la funcidon f' se |l e conoce conp densidad de frecuencia relativa por

cada unidad de interval o de nedicién dx;, conb se desprende de despejar
| a ecuaci 6n (19).

o
f 5 (20)

La propia Teoria de Probabilidades denmuestra que el area bajo la
curva de densidad de frecuencias relativas es sienpre |la unidad, y que
el producto de la altura h del pico por la desviacién tipica es

constante e igual a

ho = Y2 (21)
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O sea, si h aunenta (pico mas alto), o debe dismnuir; conp ademas el
area bajo la curva es constante, al aunentar h, el ancho de la curva
debe disminuir tanmbién. De este nodo |a desviacién tipica resulta una
medi da natural del ancho de la curva: un valor grande de o significaréa
una curva de distribucion ancha y baja (rmucha dispersiéon en |as
medi ciones); un valor pequefio de o significard una curva alta vy
estrecha (poca dispersiéon en |as nediciones: myor precision en |as
medi ci ones) .

La teoria de las probabilidades denuestra que el 68,3% de |as
medi ci ones(nmas de |la mtad) caen entre | os val ores:

X1 = Xm- OY X2 = Xpn+ 0, que es |la zona rayada de la figura 3.1 (68, 3%
del area total de la curva); igualnente el 95,4% de |as nediciones
caen entre X 20 y Xgt20; y el 99,7% caen entre xr30 Yy Xn+30. Convi ene
recordar estos porcentajes por su gran utilidad: <con ellos, vy

conociendo o0 se pueden estimar réapidamente las cantidades de

medi ci ones que deben caer dentro de los intervalos £+ 0 , £+ 20y = 30
al rededor del valor nedio x, . Estos estimdos son validos sélo para
curvas de distribucion simétrica; en la nmedida que aunmente |a
asinetria dejaran de ser significativos estos estinados. La funcion de
di stribuci 6n de Gauss pernite tanbi én cal cular el nunero de mnedici ones
gue estadisticanente (por probabilidades)deben arrojar valores de x en

un intervalo de interés cualquiera, no solo *+ o, 20 y = 30 . Si
| lamambs u al ndanero que multiplicado por o da el intervalo de
interés, |lamado intervalo de confianza, l|la funciodn de distribucién de

Gauss permite estimar el nuanmero de valores que se obtienen en dicho

intervalo + u o alrededor del valor nedio; para esto se hace uso o de
la tabla 3.1 que esta elaborada a partir de «ciertos calculos
real i zados con la funci é6n de Gauss.

Asi, si en una serie de 80 nediciones de voltaje se obtiene x = 76,4 V

con o0 = 0,3 V y estanps interesados en averiguar que cantidad
apr oxi mada de nedi ci ones se obtuvieron en un intervalo de 0,5 V, basta
calcular v = 0,5/0,3 = 1,67, buscar en l|la tabla 3.1 | valor nas
cercano (u = 1,70) y observar que frecuencia relativa corresponde a

ese intervalo u, obteni éndose f = 0,91. Entonces: 0,91.80 = 72,8 = 73.

O sea, de |Is 80 nediciones, unas 73 caen dentro del intervalo = 0,5
al rededor del val or nedio.
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Tabla 3.1

u f u f u f

0,00 (0,00 |1,20]|0.77 2,60 | 0,990
0,05|0,04 1,30 0,80 2,70 | 0,993
0,10 | 0,08 | 1,40 | 0, 84 2,80 | 0,995
.0,15 10,12 | 1,50 | O, 87 2,90 | 0,996
0,20 0,16 | 1,60 | O, 89 3,00 | 0,997
0,30 10,24 1,70 0,91 3,10 | 0, 9981
0,40 (0,31 (1,800,093 3,20 | 0,9986
0,50|0,38(1,90|0,94 | 3,30 | 0,9990
0,60 | 0,45 | 2,00 | 0,95 3,40 | 0.9993
0,70 | 0,512,101 0,964 | 3,50 | 0,9995
0,80 | 0,57 2,200,972 | 3,60 | 0,9997
0,90 0,63 |2,30|0,978 | 3,70 | 0,9998
1,00 (0,68 | 2,40 | 0.984 | 3,80 | 0, 99986
1,10 (0,73 | 2,50 | 0,988 | 3,90 | 0, 99990
4.00 " 0.99993

Donde:

u = sem ancho del intervalo de interés( en uni dades o)
f = frecuencia relativa de ocurrencia de |a nediciodn.

Esta tabla de frecuencias relativas en intervalos de + u o ,
calculadas a partir de la funcion de Gauss, es valida con exactitud
solo cuando el nunmero de nediciones es nmayor de 30. Cuando se hacen
menos nedi ci ones debe enplearse otra tabla nas exacta (los |l anados
coeficientes de Student) en el que las frecuencias relativas dependen
no solo del intervalo u o que se analice sino del nuanero n de
nmedi ci ones realizadas (esta dependencia se pierde para n >30y |los
val ores coinciden con los de la tabla 3.1).

3.3 ERROR DE LA MEDIA. INTERVALO DE CONFIANZA DEL ERROR DE LA MEDIA.

La desviaci6n tipica, aunque pernmite caracterizar matemti canente | as
desvi aci ones de |as nediciones respecto al valor nedio, no se enplea
cono nedida directa del error del valor nedio, o sinplenente error de
| a nmedia.El valor de o nos permte calcular |a probabilidad de que una
medi ci 6n ai slada caiga dentro de un entorno dado al rededor del val or
medio (enpleando el msno nétodo y |los msnos instrunentos), pero no
caracteriza el error de la serie conpleta de nediciones; esto es, si
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se realiza otra serie de nediciones y se calcula el nuevo valor nedio
difiere del anterior en un valor nucho nenor que o.Para un método de
medicion de determ nada precision, el ancho de la <curva de
di stribuci 6n no puede variar significativamente por nmuchos ensayos que

se hagan: la estrechez de l|a curva depende de |o0os instrunentos
enpl eados y el nétodo seguido, y esto no canbia en toda la serie de
medi ciones. Sin enbargo, la repeticion de nmas y mas nediciones,

aurment ando i ndefini danente el nunmero de ensayos, deben conducir a un
val or cada vez mas preciso. Un aunmento de precision en cierta nmagnitud
implica una dismnuci én progresiva del error de la nedia, |o que debia

ocurrir al aunmentar ny no es | o que ocurre con aG.

La teoria de |las probabilidades denuestra que el error de la nmedia op

,se relaciona con |la desviacién tipica oy el nuanero de nediciones, n
, por | a ecuaci 6n:

6Xm = _\/n— (22)

o |l o que es igual

Xy, = ﬁ;f(x. ~ Xn )2 (23)

Se ve que al aunentar el nunmero de nedicines, el error del valor nedio
o error de la nedia, dismnuye.

En conclusion, el resultado que se reporta al final de la serie de
medi ci ones es:

X = Xmpm £#0Xn (24)

Si el valor nmedido de x debe utilizarse en algun céal cul o posterior, el
error que se enplea en |os cal culos de propagaci 6n de errores es Xy Yy
no o.

Del m snob nodo que una nedici 6n ai sl ada puede caer en un intervalo o
al rededor de x5, con un 68, 3% de probabilidad, se denuestra
est adi sti camente que una nueva serie de medi ci ones daréa un valor nedio

gue caera dentro del intervalo X, con una probabilidad de 0, 683.

En principio, del msno nodo que la tabla 3.1 permte encontrar la
probabilidad (o frecuencia relativa) de que una nedici 6n aislada caida

en un intervalo uo, puede enplearse igualnmente dicha tabla para
calcular la probabilidad de que el valor nedio x, nedido sea valido
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dentro de un intervalo de error igual ( u.dp, ), donde este &, es el

expresado por |a ecuaci 6n (23)Cuando el error reportado es &Xy Sin mas
acl araci 6n, se asune que tiene una probabilidad de confianza, o nive

de confianza, de 0,683; si por algun notivo conviene reportar el
resultado con un nivel de confianza mayor (0,99, 0,95, etc.), el error
gue se reporte no sera O&m Sino u.dy , donde u se calcula por la tabla

3.1. Al producto u.d®m se | e denomna intervalo de confianza del valor
medi 0 X, con interval o de confianza:

u. o/ Jn (25)

Cuando el wvalor nedio x se reporta afectado de un intervalo de
confianza , udx, , distinto al error de la nedia, debe aclararse al

| ado el nivel de confianza del intervalo reportado: X, = u.d®p, con un
ni vel de confianza f dado por la tabla 3. 1.

Se aprecia de la ecuacidon (25) que si querenps dismnuir el error
aleatorio del wvalor nedio, esto es, dismnuir el intervalo de
confianza para un nivel de confianza dado, (para cierto valor de u),
puede obrarse de dos nmaneras: aunmentando l|la precision de |os

instrumentos o del método (disminuir o) o aunentando el nunmero de
nedi ci ones.

3.4.COMPOSICION DEL ERROR DE LA MEDIA CON EL DE EXACTITUD.

Si el error de exactitud del instrunento de nedicidn inmpone un limte
a la exactitud de la nedicion, no tiene sentido seguir aunentando el
nianero n de nediciones mas all & de ese limte, pues aunque el error de
la nedia siga dismnuyendo, el error total de la nedicion estara ya
prefijado, y seqguir mdiendo constituird una pérdida de tienpo. Cono
determ nar el ndanero n de nedi ciones convenientes para no trabajar en
exceso? (Téngase en cuenta que el objetivo de hacer nmuchas nediciones
es reducirlos errores puranente aleatorios a valores simlares o
| i geramente nenores que |los errores de exactitud de |os instrunentos,
pero no mas)Si en una nedicion directa se precisan las fuentes de
errores sistematicos, estos pueden ser elimnados por enmendas, o0
reducidos a errores aleatorios por variaciones en el nmtodo de
medicion. Al fin y al cabo, al final van a estar presentes solo |os
errores aleatorios y |los de exactitud de los instrunentos. Estos
altinos, segun analizanmbs en el epigrafe 4.2, constituyen una
limtacion de |la escala de 1los instrumentos, y aunque estan
sistemati canente presentes en todas las |lecturas, con una msnma cota
de error, su influencia en cada nediciodn posee caracteristicas
al eatorias: en algunas |lecturas el redondeo es nulo porque la lectura
coincide justanmente con una linea de |la escala; en otras lecturas es
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grande el redondeo y en otras, pequefio, segun se aproxi ne desde mas
lejos o nas cerca de la linea de |la escala; a veces es por exceso y a
veces por defecto.

En fin, el error de exactitud se presenta conbp un limte nininb de
errores aleatorios; por debajo del cual es inposible acercarse al
val or verdadero de la medicién. No es un error aleatorio en si msnp
pues no disnm nuye con nmas repeticiones de |a nedicidn, pero por sus
caracteristicas puede tratarse cono un error aleatorio mnino
I nsuper abl e.

Cono se conbinan el error de exactitud de |as nediciones con el error
de | a nedia para determnar el error total ?.

En general, los errores aleatorios cuyos origenes son independientes,
se suman cuadraticanente, del msnop nodo que el error de la nedia se
calcula a partir de la sunma cuadratica de todas |as desviaciones
i ndependientes de la serie de nediciones. La unica condicion que exige
la teoria de l|las probabilidades para suman cuadraticamente errores vy
desviaciones es que todos |los elenmentos de |la suma tengan origen
i ndependiente uno de otro: que nmatenaticanmente tengan independencia
lineal y no se cal cul en unos sunmandos a partir de otros.

Asi, si |lamanpbs e al error de exactitud de una nedicion directa y oXn
al error de la nedia, el error total, E, seré:
E=.e*+(o,) (26)

El error de exactitud existe con independencia de que existan 0 no
errores aleatorios. Si al hacer 4 60 5 veces una msma nedicion, |a
exactitud de los instrunentos no nos permte descubrir errores
al eatorios, esto significard que &y, << e, en cuyo caso el error total
de la nedicion es solo el de exactitud. Es de notar que |os origenes
de anbos errores son i ndependi entes:

E=ye?+(% )= Ve’=¢ (26. a)

En este caso no se hacen nmuchas repeticiones y basta tomar cono
resultado la lectura que se repitid en los 4 6 5 ensayos realizados.
Por otra par te, si en 4 6 5 ensayos se observan variaciones en |as
medi ci ones, esto significa que |os errores puramente aleatorios son
mayores que el error de exactitud.

En este caso, con pocas nedi ci ones x puede ocurrir que:
OMXm= 2€

Entonces el error total estaréa determ nado por

E =./e?+ (3, ) =4/(&,) = &%n (26. b)
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A manera de ejenplo., considere que en un experinmento se mde la
altura nedia de |la arena contenida en un tanque, y que después de

medir por 4 6 5 lugares se obtenga un error de la nedia o&,=3 nm | as
medi ci ones se hicieron con una escala nmétrica cuyo error de exactitud
es e =1 mm Entonces:

E=+3+12= 4J10=3,1 = 3 nm O sea, queda E = &pn

En este caso convendra repetir nas nediciones, recordando que con ello
disminuira el error de | a nedia:

Ahora, hasta cuando convendra estar repitiendo nediciones? Esto tendra
sentido hacerlo solo hasta que o, sea |ligeranente nenor que e, con |o

cual ocurrira que (dmy, )?<< e?>y practicamente E = e. Asi, si en el
msno ejenplo tenenbs en cuenta que e =1lmm nNno Sera necesario

dismnuir &, mas abajo de 0,5 nm pues con ello:

E=41°+05° =125=1,1 mm= e

Asi, una nedida practica es no tratar de reducir el error aleatorio de
la nedia nas abajo de la mtad del error de exactitud del instrunento:

X, = el 2.

En la practica, con unas 5 o 10 nedici ones podenps hacer un estinado
de la desviacion tipica o .A partir, entonces, de l|la ecuacion &Xn

=o/ Jn y de la exigencia ox, = e/2 se puede plantear:
O- —
el 2
r-]min
4

Lo que nos pernmite calcular un estimado del nunero mnminino de
nmedi ci ones que hacen falta.

Asi, en el ejenplo del tanque con arena dijinbs que en 4 o 5
medi ciones resultd &y = 3 nm Asumanbs n = 5, esto significa que el
val or de o fue:

o= Jn &, = 6,7 mMm

Aplicando (27) encontrarenps entonces que el nunero minino de
medi ci ones debe ser:
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, _4.67°

12

_ 4
e?

Nni n o = 180

O sea, que debe nedirse alrededor de 180 veces la altura de |a arena.

Logi camente, el calculo de o con sélo 5 o 10 nediciones es un estinmado
grosero, por lo que el calculo de ny, hecho con ese val or da solo una
i dea del ndanero de nediciones necesarias; si son nuchas, conb en este
ej enpl o, conviene recal cular ny, cuando se hayan hecho 30 nedi ci ones,

enpl eando un val or de omas confiable. El nuevo valor de ny, pudiera
ahorrarnos una cuantas nediciones. Por otra parte, nedir nenos veces
de las necesarias significara arrastrar al resultado un error nmayor
del que era posible, afectando la precisién de la nmediciodn, e incluso
provocando | a pérdida de alguna cifra significativa.

3.5 PROPAGACION DE ERRORES ALEATORIOS.

Con anterioridad se analizaron l|las reglas de propagaci 6n de errores.
Vi nos | a propagaci 6n de cotas en operaciones aritnméticas (sum, resta,
producto, cociente) y la propagaci6n de errores en funciones ( x™ ,

Xl/n)_

Si una variable x se da concierto error aleatorio * o0&, 0 la
propagaci 6n de este en una funcion sigue las msms reglas vistas en

el ; epigrafe . el error resultante de |a propagaci 6n sigue siendo
aleatorio, con la msma interpretacion estadistica que el error X
propagado. Por otra parte, l|la propagaciéon de cotas de errores

estudi adas para summs, restas, productos y cocientes, supone sienpre
gue el error de cada sumando y de cada factor sea justanente el maxino
(fijado por la cota de error de cada uno) de nodo que el resultado de
estas operaciones aritméticas esté afectado sienpre del error
resultante maxino posible, esto es, resulta una nueva cota de error
conp resultado de |a operacién. Los errores aleatorios, si enbargo, no
son cotas de errores, sino un estinado de la variacion que se puede
producir entre el valor verdadero de la magnitud y el valor reportado,
dentro de cierto nivel de confianza o probabilidad. Una medicidn
ai slada, e inclusive, el valor nedio de una nueva serie de nediciones
podria diferir del valor nedio reportado inicialnmente en una cantidad
mayor que el error de la nedia; esta posibilidad tiene una
probabilidad no nula. Luego, el error de la nmedia no representa una
cota de error. Asi las cosas, en |las operaciones aritméticas no hay
gue propagar |los errores aleatorios conbo |las cotas de errores. Si |as
magni tudes involucradas en |a operacidén aritnética resultan de
medi ci ones i ndependi entes, el error total del calculo estara sujeto al
msnmo tipo de suma cuadratica que henbs observado con |os errores
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al eatorios independientes que fijan e error aleatorio de una
medi ci on.

Si se suman o restan dos valores x; y X, medidos independi entenente,
con errores &X; y O, el error cuadratico de |la suna sera:

5%, £ %,) = /(3)% + (5%, f (28

Anal oganente, si se realiza una operaci 6n entre variabl es nedi das que
i ncluyan productos y cocientes, la conposicion de errores relativos
sera tamnbi én cuadréatica. O sea, si

Yy = X1.X2 /X3 se cunplira:

Q = Xl + prz + l:ﬁxs

y X H& H& #9)

Tanto en |la expresion (28) cono en la (29), las variables X3 , X2 , VY
| a x3 pueden representar funciones de otras variables (x; = 0™, x, =

sen B, x3 =e® ) ; en tal caso, el error de cada una se calcula a partir
del error de la otra variable y se sustituyen luego al cuadrado en |as
expresiones (28) y (29) segun convenga.

Ej ercicio:

El periodo T de un péndulo sinple se relaciona con su longitud | y con
| a acel eraci 6n de | a gravedad g por |a ecuaci on:

T':Zn'\/I
g

En un experinmento se mdid el periodo varias veces, reportandose T =

2,04 + 0,02 s; la longitud del péndulo se mdid, con una cinta
ml|inmetrada, por varios observadores, cada uno con su criterio de
hasta que punto del cuerpo colgado hacer |a nedicioén, resultando | =

1,042 + 0,013 m Calcule el valor de |a aceleracion de |la gravedad con
su error aleatorio.

De | a ecuaci 6n dada se obti ene:
I
—_ 2
g—47TT—2

Recordenpbs que 4 y 1 son exactos, por |o que no introducen error.
Tomarenos 1 = 3, 14159 (dos cifras mas que |las reportadas para |I) para
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que las cifras del resultado no queden limtadas por cul pa de una baja
apr oxi maci 6n de T

Ent onces:
g = 4 ( 3,14159)2. 1,042/ (2, 04)?2
g = 9.885 m's?

Para acotar las cifras significativas calculenos el error aleatorio
resultante. Aplicando |a ecuacién (29) a |l a expresion:

— 2
g=4m T2 , resulta:

%:Jaﬁﬁ oy JEPOBS 2004 23 s

OT O \fko42n 02040
Luego, el resultado sera:

g =(9,88 +0,23) ms?

3.6 PROPAGACION DE COTAS DE ERRORES Y PROPAGACION DE ERRORES
ALEATORIOS: ANALISIS COMPARATIVO.

Al hacer nediciones en ocasiones nos referinbs a |las cotas de errores
y en otras ocasiones nos referinbs a los errores de caracter
al eatorio. Ya analizanps que estos uUltinbs no son cotas de errores y
gue deben propagarse cuadraticanente.

Por otra parte, cuando nedi nbs nmagnitudes nediante una sola |ectura
(porque no se manifiestan errores casuales), el error que tomanps es
el que fija la exactitud de la escala. Este error de exactitud para
medi ci ones que requieren de una lectura unica, constituye una cota de
error, y su propagaci 6n en operaci ones donde figuren otras cotas de
errores puede realizarse cono una propagacion lineal de cotas de
errores. Ahora bien, los errores de exactitud pueden conponerse
tanmbi én cuadraticanente, teniendo en cuenta que ellos representan
cotas de errores aleatorios; |06gicanente al propagar cuadraticanmente
|l os errores de exactitud, el error resultante no representara ya una
cota: sera un valor un poco mas pequefio que la cota , pero mas
probable conb cantidad representativa de |la exactitud del resultado
obteni do. Para conprender esto tenga en cuenta que es poco probable
gue todas |as nagnitudes involucradas en un calculo, y afectadas solo
por su error de exactitud vayan a diferir todas de |os valores
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verdaderos justamente en el error maxino fijado por la cota; esto
podria ocurrir, ciertanente, pero es nas probable que los errores
estén por debajo de sus cotas, en mayor o nenor grado. En tal caso, el
error mas probable en el resultado de |a operaci 6n debe ser nenor que
el que resulta de la propagaci 6n de cotas. Veanbos un ejenplo para
aclarar ideas: Medinos el largo y el ancho de un papel, resultando | =
25,4 cmy a = 14,3 cm con errores de exactitud de £ 0,1 cm adn cuando
repitanos la nedida 4 6 5 veces el resultado es el msno, o que
significa que el error total es el de exactitud, considerado a |a vez
cono cot a.

El area de |a superficie del papel es:

A=1.a =254 14,3 = 363,22 cnf
sin precisar aun las cifras significativas del resultado.

La propagaci 6n de cotas de errores nos |leva a:

0A ol da

AT + 5 = 0,1/254 +0,1/14,3

= 1,09.10°2

Luego:

dA=A1,09.102) = 3,96 =4 cnt vy
A = (363 £ 4) cnf

En este resultado, los 4 cnf representan una cota de error del &rea
cal culada. En la préactica, teniendo en cuenta que el largo, el ancho o
anbas magnitudes, pudieran diferir del valor verdadero en una canti dad
menor que la cota de 0,1 cm es nas probable un error en el éarea nenor
que 4 cnf, comp el que resulta de |la propagaci 6n cuadrati ca:

- g Ja&é foifl

Oa 0 2540 4,30

= 0,80.102% vy

5A= A( 0,80.10%2) = 2,90 = 3 cnf

Un resul tado més razonabl e seria entonces:
A= (363 +3) cntf.
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3.7 PROPAGACION DE ERRORES TOTALES

Cuando se mden varias nagnitudes fisicas A B, C con el fin de
calcular con ellas otra magnitud P, el error total E, de esta ultima
resultara de l|a propagacion de errores totales de cada nmagnitud
di rect anment e nedi da.

Sienpre que |as nediciones de las magnitudes A, B, C se realicen por
vias independientes, se calculard el error total E por propagacién
cuadratica de los errores totales En Es Ec .

O sea, si se tuviera, por ejenplo, P = A" B" C' , entonces:

: :Jaﬁéﬂﬂéﬂiﬁ (30
OAQO OB O OCQO

_r
P

Si a su vez una de |las magnitudes, diganpbs la A es una suma (0 resta)
de dos magnitudes Uy V nedidas directanente, entonces,

E., :’\/(EU)Z"'(EV)2 (31)

En estas expresiones, |los errores totales de cada nagnitud son la suma
cuadratica del error aleatorio 0y del de exactitud, e:.

E, =y@V)+()
E, =@ f+(e) (32)
E. =@ f +()
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En el siguiente ejenplo se concreta | o aqui expresado.

Ej enpl o:

Para nedir el nonento de inercia | de un cuerpo de contorno circular,
respecto a su eje de sinetria, se deja rodar el cuerpo a partir del
reposo por un plano inclinado de altura h y longitud I, y se mde el
tienmpo t que denora el recorrido (ver la figura 3.2).

Figura No 3.2

Se m den ademas su masa my su radio R, con |o cual se puede cal cul ar
|l o por |a ecuacioOn:

ht °
I, = MR 1
21
Donde g es | a acel eraci 6n de | a gravedad.
En el experinento se mden una vez h, | My R pues sus errores

al eatorios son despreciables frente a |los de exactitud (e, = e =0,1
cm ey = 0,01 g). El radio del cuerpo se mde 20 veces para reducir el

error aleatorio a la mtad de la exactitud ( egr =0,01 cmy OR = 0,005
cn y el tienpo de rodadura se mde treinta veces para reducir el

error aleatorio a & = 0,03 s, que sigue siendo mayor que el de
exactitud (e = 0,01 s)

Los val ores que resultaron fueron:

h = 12,5 cm | = 140,2 cm R = 2,96 cm, M= 164,36 g y t =2,43 s
Ademés, l|la aceleracion de la gravedad y su error total se tomaron de
un manual :
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g = 978,82 cm's? y E;= 0,02 cm s?

El calculo de |, por |la ecuaci6n dada conduce al valor |, =1206 g.cnf
sin precisar aun las cifras significativas.

De la informacion dada nas arriba se desprende que al aplicar |as
ecuaci ones de conposicion del error de apreciacién con el aleatorio,
resulta

En = e, =0,1 cm;

E = g
Em = ew=0,01g¢g

0,1 cm;

ErR = er=0,01 cmy
E; =6t = 0,03 s.

En |l os cuatro prinmeros casos preval ece el error de exactitud sobre el
al eatorio, y en el quinto es al revés.

Para propagar errores aleatorios en |la ecuaci 6n dada de |, || anenos:
2
ght
A = —2_1
21

Aplicando | a ecuacidon (30) a la expresion de |, , resulta:

E, :\/BE_MS+%S+BE_AS (30.a)
OM O OR O OALO

IO

Cal cul enos el cociente (Ea /A). Teniendo en cuenta que A es |la resta de
dos térmnos, uno de ellos constante(la unidad), el error Ea sera el
error del prinmer térm no.

Ea= E(g.h.t?%2.1?

Llamando U = g.h.t?2 / 2.12 se tendra que Er = Ey .

Ahor a:
Euz\/EiEZ+Big+HZEtg+HZE,g
u g OhO Ot O Ol O

Y el factor E5 /A sera:
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E
Sustituyendo en (30.a) la relaciédn “° queda.

Mg@zE@ﬁ%é@%gﬁ%m%@g
OR O

-2

Susti tuyendo val ores y despej ando Ejp

Eo = 69,2 g.cnf= 69 g.cnf
En concl usi on. el nonento de inercia nedido,

lo = (1,21 £ 0,07).10% g.cn?

con su error total

es:
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